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初等方阵基本性质

定理

1 对矩阵做初等行变换相当于矩阵左乘一个相应的初等方阵.
2 对矩阵做初等列变换相当于矩阵右乘一个相应的初等方阵.

证明思路:将矩阵写成由向量组成的分块矩阵,然后直接验证.

性质 (初等矩阵总是可逆的，且其逆仍然是初等矩阵)
1 Sij对称且 S−1

ij = Sij;
2 Di(λ)为对角阵且 Di(λ)

−1 = Di(λ
−1);

3 Tij(λ)为三角阵,且 Tij(λ)
−1 = Tij(−λ);

特别地，由于可逆矩阵的乘积仍然可逆，我们有任意有限多个初
等矩阵的乘积也是可逆的.
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定理

对于任意矩阵 A ∈ Fm×n,存在 m阶初等方阵 P1,P2, · · · ,Ps和 n
阶初等方阵 Q1,Q2, · · · ,Qt使得

Ps · · ·P2P1AQ1Q2 · · ·Qt =

(
Ir 0
0 0

)
其中 r为非负整数.

推论

对于任意矩阵 A ∈ Fm×n,存在 m阶可逆矩阵 P和 n阶可逆矩阵 Q
使得

PAQ =

(
Ir 0
0 0

)
.
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推论

设 A为 n阶方阵.则 A可逆当且仅当 A可以分解为一系列初等方
阵的乘积.

推论

设 A为 n阶可逆方阵.则
1 可对 A做一系列初等行变换变为最简形式 I.
2 可对 A做一系列初等列变换变为最简形式 I.
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初等变换求逆

算法原理:通过初等变换我们可以找到初等矩阵
P1,P2, · · · ,Ps使得 Ps · · ·P2P1A = I. 从而,我们有

A−1 = Ps · · ·P2P1.

具体实现过程: 对矩阵 (A, I)做行初等变换,将第一个子矩阵
变为单位阵.则第二个子矩阵自动变为 A的逆.

(A, I) 行初等变换−−−−−−→ Ps · · ·P2P1(A, I) = (I,A−1).
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分块矩阵的行列变换

设 A为 m × n矩阵. 我们将其按 m = m1 + m2 + · · ·+ mr和
n = n1 + n2 + · · ·+ ns的拆分方式,得到如下分块形式

A =


A11 A12 · · · A1s
A21 A22 · · · A2s
...

...
. . .

...
Ar1 Ar2 · · · Ars

 = (Aij)r×s.

类似于矩阵的初等变换,我们可以对分块矩阵 A做相似的操作:
1 交换分块矩阵的第 i, j行 (或 i, j列).
2 将分块矩阵的第 i行左乘一个 ni阶 (或,第 i列右乘一个 mi
阶)可逆矩阵.

3 将分块矩阵的第 i行左乘一个 ni × nj矩阵加到第 j行 (或,第
i列右乘一个 mi × mj矩阵加到第 j列).
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初等分块矩阵以及分块矩阵求逆

例

若 A可逆,则
(

I 0

−CA−1 I

)(
A B
C D

)
=

(
A B
0 D − CA−1B

)
(

A B
C D

)(
I −A−1B
0 I

)
=

(
A 0

C D − CA−1B

)
(

I 0

−CA−1 I

)(
A B
C D

)(
I −A−1B
0 I

)
=

(
A 0

0 D − CA−1B

)

例

设 A,B, I为 n阶方阵满足 BA = 0.则(
I A
B I

)−1

=

(
I + AB −A
−B I

)
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秩与相抵

定义 (相抵)
称两矩阵 A,B相抵,若存在可逆矩阵 P和 Q使得

B = PAQ.

注:因可逆矩阵为方阵,因此要使 B = PAQ成立, B和 A的行列数
必须一致.

性质 (相抵的基本性质)
1 任意矩阵与自身相抵;
2 若 A与 B相抵,则 B与 A也相抵;
3 若 A与 B相抵且 B与 C相抵,则 A与 C相抵.

满足上述三条性质的关系称为等价关系。换句话说，上述性质表
明相抵为等价关系. 对等价关系,我们有如下通俗理解:

定理

给定集合某上的一个等价关系等价于给定这集合上的一个拆分.
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秩与相抵
基本问题:

1 如何判定两个矩阵是否相抵?
2 在每个等价类中有没有最简单的表达形式?

定理

对于任意矩阵 A ∈ Fm×n,存在 m阶可逆矩阵 P和 n阶可逆矩阵 Q
使得

PAQ =

(
Ir 0
0 0

)
.

其中非负整数 r不依赖于 P和 Q的选取.

定义

定理中的

(
Ir 0
0 0

)
称为 A的相抵标准形.非负整数 r称为 A的秩,

记为rank(A)或r(A).若 r = m,则称 A为行满秩.若 r = n,则称 A
为列满秩.
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相抵判定

推论 (相抵判定)
给定两矩阵 A,B ∈ Fm×n,则 A与 B相抵当且仅当
rank(A) = rank(B).

推论

若 P,Q可逆,则 rank(PAQ) = rank(A).

例

rank(AT) = rank(A).

例

rank
(

A 0
0 B

)
= rank(A) + rank(B).
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秩的内蕴定义

性质

设 A ∈ Fm×n, P, Q分别为 m, n阶初等方阵.若 A的 k阶子式全为
零,则 PA和 AQ的所有 k阶子式全为零.

性质 (秩的内蕴定义)
若矩阵 A至少有一个 r阶非零子式,且 A的所有 r+ 1阶子式都为
零,则 rank(A) = r.
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例题

例

求 n阶方阵


x 1 · · · 1

1 x
. . .

...
...

. . . x 1
1 · · · 1 x

的秩.

例

求 n阶方阵


1 1

1
. . .

. . . 1
1 1

的秩.
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例题

例

每个非零矩阵都为一个列满秩矩阵和一个行满秩矩阵的乘积.

例

每个秩为 r的矩阵都可以写成 r个秩为 1的矩阵的和.

例

若 A为列满秩 m × n矩阵,则 A为某个 m阶可逆阵的前 n列.
若 A为行满秩 m × n矩阵,则 A为某个 n阶可逆阵的前 m列.
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例题

例

设矩阵 A的列数和矩阵 B的行数为 n,则

rank(A) + rank(B)− n ≤ rank(AB) ≤ min
(

rank(A), rank(B)
)
.

例

若 A为 n阶方阵满足 A2 = A,则 rank(A) + rank(I − A) = n.

例

设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m. 则

m + rank(In − BA) = rank
(

Im A
B In

)
= m + rank(Im − AB).
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